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1 写在前面

从这几次作业批改下来看, 还是有两个明显的老问题. 一是很多同学不会把思路和想法
转化成严谨规范的数学语言, 或者证明过程逻辑不清晰; 二是计算能力远不如以前. 这两类问
题可以说没有直接的 “特效药”, 但可以通过各种办法逐步克服.

对于第一点, 首先要分清口语化用语和数学用语, 数学语言多以数学符号、逻辑用词和
数学概念为主,相对严谨、具体、精确;而口语化用语多以形象直观化的词语为主,相对空泛、
形象、粗糙. 在讨论问题和打开思路中不作要求, 但在书写证明中一定用严谨规范的数学语
言呈现出来. 同时务必熟练掌握整套最基本的逻辑用语, 整个证明过程必须符合逻辑. 最后我
建议大家多读多模仿教材及老师板书中里那些相对完整的证明过程, 然后学会把这些题目重
新做一遍, 把自己的证明过程跟教材或板书的证明过程进行比较, 看看哪些地方可以改进.

对于第二点, 一是态度端正: 勤于动笔, 谢绝跳步; 二是无所畏惧: 不怕计算, 敢于计算;
三是方法得体: 保持习惯, 掌握技巧.

再说点关于淑芬学习的题外话:

• 学习过程中要重视 motivation(动机). 数学中的大部分概念、定义、定理等都是有一
定的 motivation 的, 了解其中的 motivation 能帮助我们理清它们之间的关系, 助于概
念的理解. 那么如何寻找 motivation 呢？
(1) 上课听讲, 有效吸收. 程老师在课上讲了不少相关知识的历史背景, 一些概念、定
理及其证明的想法以及学习方面的方法论. 这些精华都可以化为己用;
(2) 消化课本, 自我探索. 通过系统学习每一章内容后, 梳理各知识点及概念定理, 归纳

0个人主页: http://home.ustc.edu.cn/~zyx240014/.
发现错误欢迎联系: zyx240014@mail.ustc.edu.cn.
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例题习题的证明方法,以寻找课本中蕴含的思想.注意,要学会多理解书中的暗示,读书
百遍其义自见.

• 如何读懂定理或题目的证明？流程如下:
(1) 读框架: 找出证明中你认为最重要的几个结论, 将证明按照这几个结论分步, 搭出
整个证明的框架;
(2) 读逻辑: 重新读一遍题干, 把题干中的条件挑出来, 分别对应到证明的关键步骤中,
合并排序后串成主线;
(3) 读思路: 分别整理出每一步的证明思路和细节, 之后再来看整个证明, 找出整体思
路;
(4) 读技巧: 通过关联所学的知识来掌握这些方法技巧. 最好每学完一章就对这些方法
技巧进行归类, 抽象出共性, 这样有助于掌握.

• 如何加深概念理解?
(1) 学会借助直观: 直观起到引导、开拓思路的作用, 为问题的解决提供动机. 同时直观
大体给了一个概念理解的形象化方法. 但是切记, 直观不能代替证明;
(2) 敢于举反例: 举反例帮助我们克服主观臆想，走向逻辑推理, 最重要的是助于我们
理解概念及定理间的联系, 寻找条件的充分性和必要性. 但要适可而止, 不要沉迷其中;
(3) 对于难以理解的定义和定理, 把关键条件和逻辑用词抽丝剥茧出来, 并按逻辑先后
顺序排序, 重新整合. 比如一致连续和一致收敛, 其与逐点相比, 根源在于“出牌“顺
序不同, 或者说是研究对象不同 (一致是整体，逐点是局部). 用数学语言呈现连续: 一
致连续定义中的 δ 实质是 inf

x∈I
δ(ε)，而逐点连续中的 δ 是 δ(x0, ε)(其中 x0 ∈ I 是事先

给定的). 对于逐点收敛和一致收敛也是类似.

下面是习题课正课内容, 其中作业中有代表性的问题统一放到专题选讲中.

2 专题选讲

2.1 多元函数概念的讨论和进一步理解

注意. 以下讨论中会出现很多反例, 这些反例并不要求大家记忆, 只是助于概念理解.

1 极限 & 累次极限

(1) 数学符号表示: 极限表示的是 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y), 累次极限表示的是 lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

或 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y).
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(2) 两者在实际中的应用: 极限 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) 存在说明平面上的点沿任何路径 (曲线)

趋于 (x0, y0) 时, 极限均存在且等于 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y). 同时, 若 lim
x→x0

f(x, y) = f(x0, y),

则 lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) 可以看成 f(x, y) 沿 y 轴 (特殊路径) 趋于 (x0, y0) 的极限; 若
lim
y→y0

f(x, y) = f(x, y0), 则 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) 可以看成 f(x, y) 沿 x 轴 (特殊路径) 趋
于 (x0, y0) 的极限.

(3) 极限与累次极限的独立性: 两者无包含关系.

例 2.1.1 (教材例题 9.1.4). 考察函数

f(x, y) =


x sin 1

y
, y ̸= 0,

0, y = 0.

则 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0, 但 lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) 不存在.

例 2.1.2 (教材例题 9.1.5). 考察函数

f(x, y) =
y

x
, x ̸= 0.

则 lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0, 但 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 和 lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) 不存在.

(4) 极限与累次极限的联系:

例 2.1.3 (教材习题 9.1 T16). 证明: 当极限 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A 存在时,

(a) 若 y ̸= y0, lim
x→x0

f(x, y) 存在, 则 lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = A;
(b) 若 x ̸= x0, lim

y→y0
f(x, y) 存在, 则 lim

x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = A.

证明. 下面只证明 (a), (b) 同理. 设 lim
x→x0

f(x, y) = g(y) (y ̸= y0). 对 ∀ε > 0, 由
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = A 知, ∃δ > 0, 使得当 |x− x0|, |y − y0| < δ1 且 (x, y) ̸= (x0, y0) 时,

有

|f(x, y)− A| < ε

2
.

由 lim
x→x0

f(x, y) = g(y) 知, ∃δ2(y) > 0, 使得当 0 < |x− x0| < δ2(y) 时, 有

|f(x, y)− g(y)| < ε

2
.
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取 δ(y) = min{δ1, δ2(y)}. 对 ∀0 < |y − y0| < δ1, 取 x1 = x0 +
δ(y)

2
, 则有

|g(y)− A| = |(g(y)− f(x1, y)) + (f(x1, y)− A)| ⩽ |g(y)− f(x1, y)|+ |f(x1, y)− A)|

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

故 lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = lim
y→y0

g(y) = A

推论 2.1.1. 若二元函数 f(x, y) 在某一点处的两个累次极限和极限均存在, 则这三个
值必相等.

2 可微 & 偏导数 & 方向导数 & 梯度 记 e = cosαi+ sinαj.

(1) 偏导数是一种特殊的方向导数. 当 e = ±i、±j 时, 可以看出, 偏导数分别是沿 x 轴、y

轴的方向导数；

(2) f(x, y) 在 (x0, y0) 处可微 ⇒ f(x, y) 在 (x0, y0) 处方向导数 (包括偏导数) 存在.
直观上看, 可微性相对于方向导数是整体，方向导数相对于可微是局部. 方向导数的研
究对象只是中沿某个特定的方向路径 (这里的方向路径要求是射线)趋于 (x0, y0),而可
微的研究对象在 (x0, y0) 某个邻域内, 包含了任何趋于 (x0, y0) 的路径.

(3) 梯度 gradf =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j. 通过向量投影的角度: ∂f

∂e
= gradf · e 可知, 其表示在方向

导数的模取最大时的方向上，大小为方向导数模最大值的向量.
同时还可以知道, 与 gradf(x0, y0) 垂直的方向导数是 0, 因而梯度 gradf(x0, y0) 与等

值线 f(x, y) = a 在 (x0, y0) 处切线垂直, 即为该切线的法线. 放在三维空间看, 则梯度
gradf(x0, y0, z0) 与等值面 f(x, y, z) = a 在 (x0, y0, z0) 处切平面垂直, 即为该切平面的
法线.

(4) 在 f(x, y) 在 (x0, y0) 处可微条件下, ∂f
∂x

,
∂f

∂y
→ gradf e−→ ∂f

∂e
. 若去掉可微条件, 则上述

结论不成立. 反例如下:

例 2.1.4. 考察函数

f(x, y) =


y, x = 0,

x, y = 0,

1, else.
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则
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 1, 但原点处的其余方向导数均不存在.

(5) 可微、偏导数和方向导数间的关系:

各偏导数连续 ⇒ 函数可微 ⇒

函数连续各方向导数 (包括偏导数) 存在
.

偏导数有界 ⇒ 函数连续 ⇍ 偏导数存在.
有关反例如下:

例 2.1.5 (教材习题 9.2 T15). 函数 f(x, y) =
√

|xy| 在原点处偏导数存在, 但不可微.

例 2.1.6 (教材习题 9.2 T16). 函数

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0.

在原点处连续且各方向导数存在, 但不可微.

例 2.1.7. 函数

f(x, y) =


(x2 + y2) sin 1

x2 + y2
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0.

在原点处可微, 但偏导数不连续.

2.2 多元函数的极限、连续、可微等计算类问题

一般来说, 涉及到多元函数的极限或连续的计算会用到如下方法:

1. 利用函数的连续性和函数极限的运算性质;

2. 利用不等式放缩或夹逼原理;

3. 通过变量代换 (换元), 或者初等变形 (分母有理化, 对指数形式去对数等), 利用上述方
法求解或转化为一元函数的极限或连续性问题.
...
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至于到底是选取圆形 (球形) 邻域还是方形 (方块) 邻域, 仅仅是为了计算求解上的方便,
本身并没有限制 (两者可互相套娃).圆形邻域在计算上便于作极坐标变换,化繁为简;而方形
邻域没有 x, y 间联系而产生的限制, 故在放缩上便于施展手脚.

如果要说明多元函数在 (x0, y0) 处的极限不存在或者不连续, 一般常用如下方法:

1. 极限不存在: 寻找某一路径 (包括直线和曲线, 下同) 趋近于 (x0, y0), 使得多元函数在
此路径下不存在极限; 或寻找两种路径趋近于 (x0, y0), 使得多元函数在这两个路径下
极限值不同;

2. 不连续: 寻找某一路径趋近于 (x0, y0), 使得多元函数在此路径下不存在极限或者极限
值不等于该点的函数值.

函数 f(x, y) 在 (x0, y0) 处是否可微, 只需考察

f(x, y)−f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)(x−x0)+

∂f

∂y
(x0, y0)(y−y0)+o(ρ), ρ =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2

是否成立即可. 在此之前须求出偏导数 ∂f

∂x
(x0, y0) 及

∂f

∂y
(x0, y0) 的值.

如果
∂f

∂x
(x0, y0) 或

∂f

∂y
(x0, y0) 不存在, 则 f(x, y) 在 x0 处一定不可微.

例 2.2.1. 求极限
lim

(x,y)→(0,0)
(x2 + y2)xy.

解. 先求其对数的极限
lim

(x,y)→(0,0)
xy ln(x2 + y2).

记 r =
√

x2 + y2. 因为

0 ⩽ |xy ln(x2 + y2)| ⩽ 1

2
r2 ln r2 → 0 (r → 0+),

由夹逼原理知

lim
(x,y)→(0,0)

xy ln(x2 + y2) = 0.

所以

lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)xy = 1.
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例 2.2.2. 判断极限
lim

(x,y)→(0,0)
(1 + xy)

1
x+y

是否存在, 并说明理由.

解. 考察 y = 0, 并令 x → 0. 则该极限值为 1.
考察 y = x2 − x, 并令 x → 0. 则 y → 0, 并有

lim
x→0

(1 + x(x2 − x))
1
x2 = lim

x→0
((1 + x(x2 − x))

1
x2−x3 )

x2−x3

x2 = lim
x→0

(
1

e

)1−x

=
1

e .

两极限值不相等. 因此极限
lim

(x,y)→(0,0)
(1 + xy)

1
x+y

不存在.

例 2.2.3. 设

f(x, y) =

 (a
√
|x|+ x2 + y2 + b)

sin(xy2)
x2 + y4

, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0.

试问:

(1) 当 a, b 为何值时, f(x, y) 在原点处连续?

(2) 当 a, b 为何值时, f(x, y) 在原点处可微?

解. (1) 原题即求: 当 a, b 为何值时, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 成立. 因为

0 ⩽
∣∣∣∣(a√|x|+ x2 + y2)

sin(xy2)
x2 + y4

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣(a√|x|+ x2 + y2)
sin(xy2)
2xy2

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣∣a
√
|x|+ x2 + y2

2

∣∣∣∣∣→ 0 ((x, y) → (0, 0)),

由夹逼原理知,
lim

(x,y)→(0,0)
(a
√

|x|+ x2 + y2)
sin(xy2)
x2 + y4

= 0.

同时, 考察 y = 0, 并令 x → 0. 则该极限值为 0. 考察 x = y2, 并令 y → 0. 则 x → 0, 并有

lim
y→0

sin y4

2y4
=

1

2
.
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两极限值不相等. 因此极限
lim

(x,y)→(0,0)

sin(xy2)
x2 + y4

不存在.
综上可知, 当 a ∈ R, b = 0 时, lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 成立, 即 f(x, y) 在原点处连续.

(2) 接 (1). 由 (1) 知, b ̸= 0 时 f(x, y) 在原点处连续, 从而 f(x, y) 在原点处不可微.
考虑 b = 0. 由偏导数的定义知,

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= 0.

因此原题即求: 当 b = 0, a 为何值时, f(x, y) = o(
√

x2 + y2) ((x, y) → (0, 0)) 成立. 而

0 ⩽
∣∣∣∣(√x2 + y2)

sin(xy2)
x2 + y4

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣(√x2 + y2)
sin(xy2)
2xy2

∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣
√

x2 + y2

2

∣∣∣∣∣→ 0 ((x, y) → (0, 0)),

由夹逼原理知,
lim

(x,y)→(0,0)
(
√

x2 + y2)
sin(xy2)
x2 + y4

= 0.

即 (x2 + y2)
sin(xy2)
x2 + y4

= o(
√

x2 + y2) ((x, y) → (0, 0)). 下面考虑

lim
(x,y)→(0,0)

√
|x|√

x2 + y2
sin(xy2)
x2 + y4

.

考察 y = 0, 并令 x → 0. 则该极限值为 0. 考察 x = y2, 并令 y → 0. 则 x → 0, 并有

lim
y→0

1√
1 + y2

sin y4

2y4
=

1

2
.

两极限值不相等. 因此极限

lim
(x,y)→(0,0)

√
|x|√

x2 + y2
sin(xy2)
x2 + y4

.

不存在. 即
√

|x|sin(xy
2)

x2 + y4
̸= o(

√
x2 + y2) ((x, y) → (0, 0)).

综上可知, 当 a = b = 0 时, f(x, y) = o(
√

x2 + y2) ((x, y) → (0, 0)) 成立, 即 f(x, y) 在原点处

可微.
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2.3 多元函数的极限、连续、可微等证明类问题

关于多元函数的极限、连续、可微等证明类问题, 有的问题直接通过定义验证即可, 而
有的问题较为复杂, 这类问题一般会运用以下几类方法:

1. 在多元函数的基础上引入参数 t, 并通过多元函数构造只和变量 t 有关的单变量函数

φ(t). 这类方法一般用于解决带有关于多元函数的限定性条件的问题 (通过对 φ(t) 求

导等方法解决), 也可对 φ(t) 运用微分中值定理解决问题.

2. 若解决 |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε, (|x− x0|, |y− y0| < ε) 类型的证明问题, 我们通常用折
线分段的方法解决, 比如利用三角不等式

|f(x, y)− f(x0, y0)| = |(f(x, y)− f(x, y0)) + f(x, y0)− f(x0, y0)|

⩽ |f(x, y)− f(x, y0)|+ |f(x, y0)− f(x0, y0)|

转化成两段折线后再分别考察 |(f(x, y)− f(x, y0))| < ε, |f(x, y0)− f(x0, y0)| < ε.
后者的研究对象仅在直线 y = y0 上, 即满足 sup

|x−x0|<δ

|f(x, y0)− f(x0, y0)| < ε;

前者的研究对象是在邻域 |x − x0|, |y − y0| < ε 内所有与 x 轴平行的直线上, 即满足
sup

|y−y0|<δ

sup
|x−x0|<δ

|f(x, y) − f(x, y0)| < ε. 在这里, sup
|x−x0|<δ

|f(x, y) − f(x, y0)| < ε 要满足 y

上的一致性.
对于

|f(x, y)− f(x0, y0)| ⩽ |f(x, y)− f(x0, y)|+ |f(x0, y)− f(x0, y0)|

也是类似的. 具体选哪种取法依据题干中的条件确定.
高维情况亦类似. 同时也可能需要采用其他的折线分段法解决, 如教材习题 9.1 T19.

3. 若已知函数 f(x, y) 在 (x0, y0) 处存在偏导数, 也可以引入函数

g(x) =


f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

, x ̸= x0,

∂f

∂x
(x0, y0), x = x0,

h(y) =


f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0
, x ̸= y0,

∂f

∂y
(x0, y0), y = y0.

利用 g(x), h(y) 在 (x0, y0) 处的连续性, 结合题干条件提供的性质, 一般配合第 2 点中
分段的方法使用.
...

注意. 这里要区分对两点通过构造单变量函数用微分中值定理及折线法中对每段折线分别用
微分中值定理, 具体在后面的例子中会有所体现.

我们先以三道作业题为例:
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例 2.3.1 (教材综合习题 9 T8). 设 D ⊂ R2 是包含原点的凸区域, f ∈ C1(D). 证明: 若

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = 0, (x, y) ∈ D,

则 f(x, y) 是常数.

分析. 注意题干条件: D 是包含原点的凸区域, 这表明连接 D 内任何一点 (x, y) 至原点的线

段均在 D 内. 由此自然想到引入参数 t 并在 f(x, y) 基础上构造变量 t 有关的单变量函数.
结合题干条件, 我们构造 φ(t) = f(tx, ty) (t ∈ [0, 1]).

证明. ∀(x, y) ∈ D, 对 ∀t ∈ [0, 1], 由 D 的凸性可知, (tx, ty) ∈ D. 构造 ϕ(t) = f(tx, ty) (t ∈
[0, 1]), 则有

ϕ′(t) = x
∂f

∂x
(tx, ty) + y

∂f

∂y
(tx, ty) = 0.

因此 f(x, y) = ϕ(1) = ϕ(0) = f(0, 0). 由 (x, y) 的任意性知, f(x, y) 是常数.

例 2.3.2 (教材综合习题 9 T9). 设 f ∈ C1(R2).f(0, 0) = 0. 证明: 存在 R2 上的连续函数

g1, g2, 使得
f(x, y) = xg1(x, y) + yg2(x, y).

分析. 由题干信息, 第一反应肯定是折线法分段:

f(x, y) = f(x, y)− f(0, 0) = (f(x, y)− f(x, 0)) + (f(x, 0)− f(0, 0)).

此时, 如果对两部分分别用微分中值定理, 即

f(x, y) =
∂f

∂y
(x, θ1y)y +

∂f

∂x
(θ2x, 0)x

我们无法从
∂f

∂y
(x, θ1y),

∂f

∂x
(θ2x, 0) 得知其确切的位置信息, 因而无法判断其连续性. 退一步,

我们采取更直接的方式:

f(x, y) =
f(x, y)− f(x, 0)

y
y +

f(x, 0)− f(0, 0)

x
x.

此时我们只需适当的加工即可达到我们的目标.

证明. 构造

g1(x, y) =


f(x, 0)− f(0, 0)

x
, x ̸= 0,

∂f

∂x
(0, 0), x = 0,

g2(x, y) =


f(x, y)− f(x, 0)

y
, y ̸= 0,

∂f

∂y
(x, 0), y = 0.
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则

f(x, y) = f(x, y)− f(0, 0) = xg1(x, y) + yg2(x, y).

显然, g1(x, y) 在 x ̸= 0 处连续, g2(x, y) 在 y ̸= 0 处连续. 且

lim
x→0

g1(x, y) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
=

∂f

∂x
(0, 0) = g1(0, 0),

lim
y→0

g2(x, y) = lim
y→0

f(x, y)− f(x, 0)

x
=

∂f

∂y
(x, 0) = g2(x, 0).

故 g1(x, y), g2(x, y) 在 R2 上连续.

例 2.3.3 (教材综合习题 9 T10). 设 f(x, y) 在 (x0, y0) 的某个邻域 U 上有定义. ∂f

∂x
和

∂f

∂y

在 U 上存在. 证明: 如果 ∂f

∂x
和

∂f

∂y
中有一个在 (x0, y0) 处连续, 那么 f(x, y) 在 (x0, y0) 处可

微. (这里我们不妨设 ∂f

∂y
在 (x0, y0) 处连续)

分析. 由题干信息, 第一反应还是折线法分段:

f(x, y)− f(x0, y0) = (f(x, y0)− f(x0, y0)) + (f(x, y)− f(x, y0)).

此时, 如果对两部分分别用微分中值定理, 即

f(x, y)− f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0 + θ(x− x0), y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x, y0 + θx(y − y0))(y − y0).

因为
∂f

∂y
在 (x0, y0) 处连续, 故有

∂f

∂y
(x, y0 + θx(y − y0)) →

∂f

∂y
(x0, y0) ((x, y) → (x0, y0)).

但我们不知道
∂f

∂x
在 (x0, y0) 的连续性, 故 ∂f

∂x
(x0 + θ(x− x0), y0) 得知其确切的位置信息, 因

而无法判断其连续性. 退一步, 我们采取更直接的方式:

f(x, y0)− f(x0, y0) =
f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

(x− x0).

此时我们只需适当的加工即可达到我们的目标.

证明. 构造函数

g(x) =


f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

, x ̸= x0,

∂f

∂x
(x0, y0), x = x0.
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利用

lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

=
∂f

∂x
(x0, y0) = g(x0),

由微分中值定理, 存在 θx ∈ (0, 1), 满足

f(x, y)− f(x0, y0) = (f(x, y0)− f(x0, y0)) + (f(x, y)− f(x, y0))

= g(x)(x− x0) +
∂f

∂y
(x, y0 + θx(y − y0))(y − y0)

=
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)

+

(
g(x)− ∂f

∂x
(x0, y0)

)
(x− x0) +

(
∂f

∂y
(x, y0 + θx(y − y0))−

∂f

∂y
(x0, y0)

)
(y − y0)

而

lim
(x,y)→(x0,y0)

∂f

∂y
(x, y0 + θx(y − y0)) =

∂f

∂x
(x0, y0)

(
∂f

∂y
在(x0, y0)处连续

)
, lim

x→x0

g(x) =
∂f

∂x
(x0, y0).

故

f(x, y)− f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) + o(ρ),

其中 ρ =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2. 所以 f(x, y) 在 (x0, y0) 处可微.

注意. 如果按

f(x, y)− f(x0, y0) = (f(x0, y)− f(x0, y0)) + (f(x, y)− f(x0, y)).

进行折线法分段, 则无法证明该结论. 原因请读者自行思考 (可参考上述方法总结的第 2 条).

下面我们再来看两个三元函数的例子:

例 2.3.4. 设 f(x, y, z) 在球体 S : x2 + y2 + z2 ⩽ 9 上有连续的偏导数, 且满足 |∇f | ⩽ 1 和

f(0, 0, 0) = 1. 试证:
|f(x, y, z)| ⩽ 4, (x, y, z) ∈ S.

分析. 由偏导数的连续性及 |∇f | 的有界性容易想到用微分中值定理解决, 同时为保证到利
用 |∇f |, 引入参数 t 并在 f(x, y) 基础上构造变量 t 有关的单变量函数, 最后运用不等式等
技巧解决.
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证明. 对 ∀(x, y, z) ∈ S, 构造 φ(t) = f(tx, ty, tz) (t ∈ [0, 1]). 容易验证 (tx, ty, tz) ∈ S. 由微
分中值定理, ∃θ ∈ (0, 1), 使得

f(x, y, z) = φ(1) = 1 + φ(1)− φ(0) = 1 + φ′(θ)

⩽ 1 + x
∂f

∂x
(θx, θy, θz) + y

∂f

∂y
(θx, θy, θz) + z

∂f

∂z
(θx, θy, θz)

= 1 + (x, y, z) · ∇f

⩽ 1 + |(x, y, z)||∇f | (Cauchy-Schwarz 不等式)

⩽ 4.

注意. 如果对 f(x, y, z) 进行折线法分段成三部分, 再利用微分中值定理, 则三个含参偏导数
不在同一位置上, 不能利用 |∇f |, 故无法直接证明该结论.

例 2.3.5 (教材综合习题 9 T7). 设在 R3 上定义的 u = f(x, y, z)是 z 的连续函数,且 ∂f

∂x
,
∂f

∂y
在 R3 上连续. 证明: u 在 R3 上连续.

提示. 利用有界闭集的连续函数必有界的性质, 结合折线法及微分中值定理即可.

证明. ∀(x0, y0, z0) ∈ R3, ∃M > 0, 使得

|∂f
∂x

(x, y, z)| ⩽ M, |∂f
∂y

(x, y, z)| ⩽ M (∀|x− x0| ⩽ 1, |y − y0| ⩽ 1, |z − z0| ⩽ 1).

利用折线法进行分段:

f(x, y, z)−f(x0, y0, z0) = (f(x, y, z)−f(x0, y, z))+(f(x0, y, z)−f(x0, y0, z))+(f(x0, y0, z)−f(x0, y0, z0)).

对 ∀|x− x0| ⩽ 1, |y − y0| ⩽ 1, |z − z0| ⩽ 1, 由微分中值定理, ∃θ, η ∈ (0, 1), 使得

|f(x, y, z)− f(x0, y, z)| =
∣∣∣∣∂f∂x (x0 + θ(x− x0), y, z)(x− x0)

∣∣∣∣ ⩽ M |x− x0|,

|f(x0, y, z)− f(x0, y0, z)| =
∣∣∣∣∂f∂y (x0, y0 + η(y − y0), z)(y − y0)

∣∣∣∣ ⩽ M |y − y0|

因为 u 关于 z 连续, 所以对 ∀ε > 0, ∃δ0 > 0, 当 |z − z0| < δ0 时, 有

|f(x0, y0, z)− f(x0, y0, z0)| <
ε

3
.
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并取 δ = min{ ε

3M
, δ0, 1}, 则当 |x− x0| < δ, |y − y0| < δ, |z − z0| < δ 时, 有

|f(x, y, z)− f(x0, y0, z0)| ⩽ |f(x, y, z)− f(x0, y, z)|+ |f(x0, y, z)− f(x0, y0, z)|

+ |f(x0, y0, z)− f(x0, y0, z0)|

< M |x− x0|+M |y − y0|+
ε

3

< M · ε

3M
+M · ε

3M
+

ε

3

< ε.

由 (x0, y0, z0) 的任意性知, u 在 R3 上连续.

注意. 如果按如下两种情况:

f(x, y, z)−f(x0, y0, z0) = (f(x, y, z)−f(x, y, z0))+(f(x, y, z0)−f(x, y0, z0))+(f(x, y0, z0)−f(x0, y0, z0)).

f(x, y, z)−f(x0, y0, z0) = (f(x, y, z)−f(x, y0, z))+(f(x, y0, z)−f(x, y0, z0))+(f(x, y0, z0)−f(x0, y0, z0)).

进行折线法分段, 则无法利用 u 关于 z 连续的信息证明该结论 (这里可参考上述方法总结的
第 2 条).

2.4 多元函数的极值、条件极值和最值问题

求多元函数的最值问题 (包括部分极值问题, 具体看题目条件和要求) 方法大体如下:

1. 如果函数定义在有界闭区域 D 上. 则先求出 D 的内部所有驻点及不可导点, 并求出相
应的函数值. 同时我们还须考虑边界 ∂D 上的最值情况 (方法类似), 结合两者的最值情
况进行比较, 得到函数在 D 上的最值情况. 如果函数定义在开区域 D 上, 则需要研究
自变量趋于边界 ∂D 上的取值变化, 来说明驻点处的最值情况;

2. 如果函数定义在无界区域上, 则需要研究自变量趋于无穷大时函数取值变化, 来说明驻
点处的最值情况; 或者去掉明显取不到最值的无界子区域部分, 使之转化为有界区域上
的最值问题.
...

除此之外, 有的题目要求让我们更精细判断多元函数在各驻点处的极值情况 (这里要区
分极值和最值. 极值是局部概念, 最值是整体概念). 对此, 我们运用二次型这一工具来解决
问题.

关于运用二次型判定多元函数的极值问题, 教材上主要给出了二元函数的情形, 这里我
们推广到更高维空间中进行一般化处理.
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关于实对称方阵正定性的判断准则如下:

满足如上条件即可判定实对称方阵 S 正定.
关于实对称方阵的负定性, 仅需把上图中方阵 S 的所有元素 sij 替换成 −sij, 然后按上

图的判别法则验证即可.
关于用二次型 (Hesse 方阵) 求多元函数 f(x1, x2, · · · , xn) 的极值问题步骤如下:

1. 通过解方程组 ∂f

∂xi

= 0, i = 1, 2, · · · , n, 求出驻点 x0;

2. 如果函数 f 在驻点 x0 的某个邻域上有二阶连续偏导数,则考察 Hesse方阵Hf(x0) =(
∂2f

∂x∂y

) ∣∣∣
x=x0

, 并按上述法则进行判断;

3. 如果 Hesse 方阵 Hf(x0) 是半定的, 则需要进一步判别;

4. (一般不需要) 考察 ∂f

∂xi

, i = 1, 2, · · · , n, 不存在的点是否为极值点;

5. (一般不需要) 考察没有二阶连续偏导数的驻点是否为极值点.

我们以两道作业题为例:
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例 2.4.1 (教材综合习题 9 T14). 求函数 f(x, y) = x2+xy2−x在区域D =
{
(x, y)|x2 + y2 ⩽ 2

}
上的最大值和最小值.

解. 先考虑 D 的内部. 令
∂f

∂x
= 2x+ y2 − 1 = 0,

∂f

∂y
= 2xy = 0.

解得驻点 (0,±1) 和 (
1

2
, 0). 驻点对应的函数值如下:

f(0,±1) = 0, f(
1

2
, 0) = −1

4
.

再考虑 f(x, y) 在 ∂D =
{
(x, y)|x2 + y2 = 2

}
上的最值. 把 x2 + y2 = 2 代入得

h(x) := f(x, y) = −x3 + x2 + x, x ∈ [−
√
2,
√
2].

利用

h′(x) = −3x2 + 2x+ 1 = −(3x+ 1)(x− 1)

解得驻点 x = 1 和 x = −1

3
. 因为

h(1) = 1, h(−1

3
) = − 5

27
, h(

√
2) = 2−

√
2, h(−

√
2) = 2 +

√
2.

综上, 通过比较可知, f(x, y) 在 D 上的最大值是 2 +
√
2, 最小值是 −1

4
.

例 2.4.2 (教材综合习题 9 T16). 设 ai = 0 (i− 1, 2, · · · , n), p > 1. 证明:

a1 + a2 + · · ·+ an
n

⩽
(
ap1 + ap2 + · · ·+ apn

n

) 1
p

,

并讨论等号成立的条件.

证明. 令 a = a1 + a2 + · · ·+ an. 即证: ap1 + ap2 + · · ·+ apn ⩾ n
(a
n

)p
=

ap

np−1
.

若 a = 0, 则结论显然成立.
若 a > 0, 记 f(a1, · · · , an, λ) = ap1 + ap2 + · · ·+ apn − λ(a1 + a2 + · · ·+ an − a), 令

∂f

∂a1
= pap−1

1 − λ = 0,

∂f

∂a2
= pap−1

2 − λ = 0,

...
∂f

∂an
= pap−1

n − λ = 0,

∂f

∂λ
= a1 + a2 + · · ·+ an − a = 0.



数学分析 B2 第 4 次习题课讲义 18

解得驻点 (
a

n
,
a

n
, · · · , a

n
). 考虑边界处 f 的取值, 对满足 ai > 0 的所有 ai 按上述方法求条件

极值, 同理可知, 在 ai 均相等处为驻点. 又因为 f ⩾ 0 且连续, 故 f 的最小值是

min
1⩽k⩽n

k
(a
k

)p
= min

1⩽k⩽n

ap

kp−1
=

ap

np−1
.

等号仅在 a1 = a2 = · · · = an 下成立.

注意. 如果我们要考察函数 f 在驻点 (
a

n
,
a

n
, · · · , a

n
) 处的极值情况, 则有

Hf(
a

n
,
a

n
, · · · , a

n
) =


p(p− 1)ap−2

1

p(p− 1)ap−2
2

. . .
p(p− 1)ap−2

n

 .

由 p > 1 可知, Hesse 方阵 Hf(
a

n
,
a

n
, · · · , a

n
) 正定, 故 f 在 (

a

n
,
a

n
, · · · , a

n
) 处取到极小值.

2.5 多元函数的重积分

这一块在知识理解上没有特别难的地方, 考试要求基本就是掌握重积分的计算或者计算
型证明. 难点一个是计算能力, 另外就是技巧要求较高. 掌握以下方法和要求, 把课本习题拿
来练手足够了.

1. 学会对积分换次序, 分段分区域处理积分;

2. 确定一些较复杂的积分区域时一定要画出积分区域的示意图并加以检验. 画示意图时
一定要充分利用区域所在位置 (象限/卦限)、曲线的交点 (曲面的交线) 等关键信息.

3. 要熟练掌握不定积分公式, 各种变量代换、换元, 不等式放缩等技巧方法以解决问题.
要学会利用函数的特性 (包括对称性、奇偶性、中心对称性等) 及积分区域的对称性等
性质简化积分计算. 这些方法经常配合第 1 点使用.

4. 换元后注意新积分区域的定义域, 同时切记不要忘记 Jacobi;

5. 关于 n 重积分的问题要学会通过归纳的思想, 找出其中的递推关系式, 并利用递推的
方法进行求解.
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3 补充习题

1 设有一条曲线由如下方程组定义:x = yz

x2 + y2 + z2 = 2

请判断这条曲线在不在一个平面上, 并给出理由.

提示. 直接在曲线上找四个点, 验证这四个点不在同一个平面上.

2 教材综合习题 9 T13 设 f(x, y, z) 在 R3 上有一阶连续偏导数, 且满足 ∂f

∂x
(x, y, z) =

∂f

∂y
(x, y, z) =

∂f

∂z
(x, y, z). 如果 f(x, 0, 0) > 0 对 ∀x ∈ R 成立. 证明: 对 ∀(x, y, z) ∈ R3,

f(x, y, z) > 0 均成立.

提示. 在连接点 (x+ y + z, 0, 0) 和点 (x, y, z) 的线段上用微分中值定理即得.

注意. 如果对 f(x, y, z) 进行折线法分段成三部分, 再利用微分中值定理, 则三个含参偏导数
不在同一位置上, 故无法直接证明该结论.

3 设 D是 R2在的凸区域,函数 f(x, y)在 D上有偏导数. 如果 ∂f

∂x
,
∂f

∂y
有界,证明: f(x, y)

在 D 上一致连续.

提示. 选取 D 中任意两点, 连线后用微分中值定理.

4 设 f(x, y) 有连续的偏导数, 且 f(0, 1) = f(1, 0). 试证: 在单位圆 x2 + y2 = 1 上, 至少存
在两个不同的点满足方程

y
∂f

∂x
= x

∂f

∂y
.

证明. 记 F (θ) = f(cos θ, sin θ), 则 F ∈ C1 且 F (0) = F (
π

2
) = F (2π). 由微分中值定理,

∃a ∈ (0,
π

2
), b ∈ (

π

2
, 2π), 使得

F ′(a) = F ′(b) = 0.

利用

F ′(θ) = − sin θ
∂f

∂x
(cos θ, sin θ) + cos θ∂f

∂y
(cos θ, sin θ) = −y

∂f

∂x
(x, y) + x

∂f

∂y
(x, y)

可知, 存在两个不同的点满足方程
y
∂f

∂x
= x

∂f

∂y
.
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5 设 f : Rn → R. 若对 t > 0, q ∈ R, 有

f(tx1, · · · , txn) = tqf(x1, x2, · · · , xn),

则称 f 是 q 次齐次函数. 证明: f 是 q 次齐次函数的充分必要条件是对 ∀x ∈ Rn, 有

x1
∂f

∂x1

(x) + · · ·+ xn
∂f

∂xn

(x) = qf(x).

证明. 必要性: 等式两边对 t 求导, 得:

x1
∂f

∂x1

(tx1, · · · , txn) + · · ·+ xn
∂f

∂xn

(tx1, · · · , txn) = qtq−1f(x1, x2, · · · , xn).

等式两边同乘 t, 利用 f 的 q 次齐次性, 有

tx1
∂f

∂x1

(tx1, · · · , txn) + · · ·+ txn
∂f

∂xn

(tx1, · · · , txn) = qf(tx1, tx2, · · · , txn).

最后把 (tx1, · · · , txn) 换成 (x1, · · · , xn) 即可.

充分性: 构造 φ(t) =
f(tx1, · · · , txn)

tq
. 则有

φ′(t) =
tq(x1

∂f
∂x1

(tx1, · · · , txn) + · · ·+ xn
∂f
∂xn

(tx1, · · · , txn))− qtq−1f(tx1, tx2, · · · , txn)

t2q

=
tq−1(tx1

∂f
∂x1

(tx1, · · · , txn) + · · ·+ txn
∂f
∂xn

(tx1, · · · , txn))− qtq−1f(tx1, tx2, · · · , txn)

t2q

= 0.

因此

f(tx1, · · · , txn) = tqφ(t) = tqφ(1) = tqf(x1, x2, · · · , xn),

6 教材综合习题 9 T4 设 f(x, y, z) 是 n 次齐次可微函数. 证明: 若方程 f(x, y, z) = 0 隐含

函数 z = φ(x, y) (即 f ′
z ̸= 0), 则 φ(x, y) 是一次齐次函数.

证明. 利用隐函数定理, 得:

φ′
x = −f ′

x

f ′
z

, φ′
y = −

f ′
y

f ′
z

.

由上题结论知,

xf ′
x(x, y, z) + yf ′

y(x, y, z) + zf ′
z(x, y, z) = nf(x, y, z) = 0.

故有

xφ′
x + yφ′

y = −
xf ′

x + yf ′
y

f ′
z

= z = φ(x, y).

再利用上题结论可知, φ(x, y) 是一次齐次函数.
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7 设 f(x, y) 是定义在 D = R2 \ {(0, 0)} 上的一阶连续可微函数, 满足 ∇f ̸= 0 且

y
∂f

∂x
+ x

∂f

∂y
= 0, ∀(x, y) ∈ D.

求 f(x, y) 的等值线方程.

解. 设 x = x(t), y = y(t) 是等值线 f(x, y) = C 的参数方程. 则

f(x(t), y(t)) = C.

两边对 t 求导, 有
x′(t)

∂f

∂x
(x(t), y(t)) + y′(t)

∂f

∂y
(x(t), y(t)) = 0.

利用 y
∂f

∂x
+ x

∂f

∂y
= 0, 得

x(t)x′(t)− y(t)y′(t) = 0

即

(x2(t)− y2(t))′ = 0.

故 f(x, y) 的等值线方程是

x2 − y2 = C0.

8 设 D =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1

}
, 二元函数 f(x, y) 在 D 上连续, 在 D 上满足

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= f.

证明:
(1) 如果 f

∣∣∣
∂D

⩾ 0, 则 f
∣∣∣
D
⩾ 0;

(2) 如果 f
∣∣∣
∂D

> 0, 则 f
∣∣∣
D
> 0.

证明. (1) 反证: 若存在 (x0, y0) ∈ D, 使得 f(x0, y0) < 0. 因为 f(x, y) 在有界集 D 中连续, 且
f
∣∣∣
∂D

⩾ 0, 故存在 (x1, y1) ∈ D, 使得 f(x, y) 在 (x1, y1) 处取到最小值, 且 f(x1, y1) < 0. 而

∂2f

∂x2
(x1, y1) +

∂2f

∂y2
(x1, y1) = f(x1, y1) < 0,

故
∂2f

∂x2
(x1, y1) 和

∂2f

∂y2
(x1, y1) 中至少有一个小于 0, 这与 f(x, y) 在 (x1, y1) 处取到最小值矛

盾.
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(2) 构造函数 g(x, y) = f(x, y) − ε(ex + ey), 并取 ε > 0, 使得 g
∣∣∣
∂D

⩾ 0. 而 g(x, y) 在 D

上满足
∂2g

∂x2
+

∂2g

∂y2
= (

∂2f

∂x2
− εex) + (

∂2f

∂y2
− εey) = f − ε(ex + ey) = g,

且 g(x, y) 在 D 上连续, 由 (1) 可知 g
∣∣∣
D
⩾ 0, 故 f

∣∣∣
D
> 0.

9 设 D =
{
(x, y) ∈ R2|0 < x, y < 1

}
, f(x, y) = ax2 +2bxy+ cy2 + dx+ ey. 如果 f

∣∣∣
∂D

⩽ 0,

证明: f
∣∣∣
D
⩽ 0.

证明. 若 f(x, y) 在 ∂D 上取到最大值, 则命题得证;
若 f(x, y) 在 D 中取到最大值, 即存在 (x0, y0) ∈ D, 使得 f(x, y) 在 (x0, y0) 处取到最大值.
则有

∂f

∂x
(x0, y0) = 2ax0 + 2by0 + d = 0,

∂f

∂y
(x0, y0) = 2cy0 + 2bx0 + e = 0.

由此可得

f(x0, y0) =
1

2
x0(2ax0 + 2by0 + d) +

1

2
y0(2cy0 + 2bx0 + e) +

1

2
(dx0 + ey0) =

1

2
(dx0 + ey0).

由 f
∣∣∣
∂D

⩽ 0 可知,
f(x, 0) = x(ax+ d) ⩽ 0 0 ⩽ x ⩽ 1.

若 d > 0, 取 0 < x0 < min{
∣∣∣∣da
∣∣∣∣ , 1} (仅考虑a ̸= 0,因为a = 0显然成立), 则 f(x0, 0) > 0, 矛盾.

所以 d ⩽ 0. 同理, e ⩽ 0. 故 f(x0, y0) =
1

2
(dx0 + ey0) ⩽ 0. 所以 f

∣∣∣
D
⩽ 0.

10 设 C > 0是一个常数,又设函数 f(x, y)满足: 对于任何平面上的点 (x, y),存在 a(x, y),
b(x, y) 使得对于任何实数 h, k 满足 |h|+ |k| ⩽ 1, 有

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)− a(x, y)h− b(x, y)k| ⩽ C(|h|+ |k|)
3
2 .

求证: f 有一致连续的偏导数.

证明. 因为

0 ⩽ |f(x+ h, y + k)− f(x, y)− a(x, y)h− b(x, y)k|√
h2 + k2

⩽ C
(|h|+ |k|) 3

2

√
h2 + k2

⩽ C(|h|+ |k|)
1
2

h,k→0−−−→ 0.

由夹逼原理知,

lim
h,k→0

f(x+ h, y + k)− f(x, y)− a(x, y)h− b(x, y)k√
h2 + k2

= 0.
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故
∂f

∂x
(x, y) = a(x, y), ∂f

∂y
(x, y) = b(x, y). 现只需证明 a(x, y) 一致连续 (b(x, y) 同理).

一方面, 取 k = 0, 我们有

f(x+ h, y) = f(x, y) + a(x, y)h+O(h
3
2 ),

f(x+ 2h, y) = f(x+ h, y) + a(x+ h, y)h+O(h
3
2 ),

f(x+ 2h, y) = f(x, y) + a(x, y)2h+O(h
3
2 ).

对上面三式处理变形后, 得

a(x+ h, y) = a(x, y) +O(h
1
2 ).

即存在 C1 > 0, 使得
|a(x+ h, y)− a(x, y)| ⩽ C1h

1
2 .

另一方面, 我们有

f(x, y + h) = f(x, y) + b(x, y)h+O(h
3
2 ),

f(x+ h, y + h) = f(x, y + h) + a(x, y + h)h+O(h
3
2 ),

f(x+ h, y + h) = f(x, y) + a(x, y)h+ b(x, y)h+O(h
3
2 ).

对上面三式处理变形后, 得

a(x, y + h) = a(x, y) +O(h
1
2 ).

即存在 C2 > 0, 使得
|a(x, y + h)− a(x, y)| ⩽ C2h

1
2 .

记 C ′ = max {C1, C2}, 由 x, y 的任意性知, 对任何实数 h, k 满足 |h|+ |k| ⩽ 1, 有

|a(x+h, y+k)−a(x, y)| ⩽ |a(x+h, y+k)−a(x+h, y)|+ |a(x+h, y)−a(x, y)| ⩽ C ′(h
1
2 +k

1
2 )

故对 ∀ε > 0, 取 δ = min
{
(
ε

C ′ )
2

, 1

}
, 当 0 < |h|+ |k| < δ 时, 有

|a(x+ h, y + k)− a(x, y)| ⩽ C ′(h
1
2 + k

1
2 ) ⩽ C ′

√
|h|+ |k| < C ′

√
δ < ε.

故 a(x, y) 一致连续. 同理, b(x, y) 也一致连续.
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11 (1) 设 u = ax + by, v = cx + dy, 其中
(
a b

c d

)
是正交常数矩阵. 证明: 对平面上任意

的光滑 (至少有二阶连续偏导数) 数量场 f , 有

∂2f

∂u2
+

∂2f

∂v2
=

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
.

(2)设变换 u = u(x, y), v = v(x, y)有二阶连续的偏导数. 已知对平面的任意光滑数量场
f , 下列等式成立

∂2f

∂u2
+

∂2f

∂v2
=

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
.

(a) 证明: 参数变换的 Jacobi 矩阵


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 是正交矩阵.

(b) 证明:


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 是常值矩阵.

证明. 直接计算可知

f ′′
xx = f ′′

uuu
′
x
2
+ 2f ′′

uvu
′
xv

′
x + f ′′

vvv
′
x
2
+ f ′

uu
′′
xx + f ′

vv
′′
xx,

f ′′
yy = f ′′

uuu
′
y
2
+ 2f ′′

uvu
′
yv

′
y + f ′′

vvv
′
y
2
+ f ′

uu
′′
yy + f ′

vv
′′
yy.

(1) 利用正交矩阵的性质, 结合题干, 直接代入上式验证即可.
(2) (a) 原题条件等价于对平面的任意光滑数量场 f , 有

f ′′
uu(u

′
x
2
+ u′

y
2 − 1) + 2f ′′

uv(u
′
xv

′
x + u′

yv
′
y) + f ′′

vv(v
′
x
2
+ v′y

2 − 1)

+ f ′
u(u

′′
xx + u′′

yy) + f ′
v(v

′′
xx + v′′yy) = 0.

分别取 f = u, v, u2, uv, v2 代入上式, 得

u′′
xx + u′′

yy = 0

v′′xx + v′′yy = 0

u′
x
2
+ u′

y
2
= 1

u′
xv

′
x + u′

yv
′
y = 0

v′x
2
+ v′y

2
= 1.
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其中后三个等式推出 Jacobi 矩阵


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 是正交矩阵.

(b) 让 u′
x
2
+ u′

y
2
= 1 分别对 x, y 求偏导, 得

u′
xu

′
xx + u′

yu
′
yy = 0, u′

xu
′
xy + u′

yu
′
yy = 0.

由 u′
x
2
+ u′

y
2
= 1 知 u′

x, u
′
y 不全为 0, 故∣∣∣∣∣u′

xx u′
xy

u′
xy −u′

xx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣u′

xx u′
xy

u′
xy u′

yy

∣∣∣∣∣ = 0.

即 u′
xx

2
+ u′

xy
2
= 0, 所以 u′

xx = u′
xy = u′

yy = 0. 故 u′
x, u

′
y 是常数. 同理,v′x, v′y 是常数.

所以


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 是常值矩阵.

思考题 1 考虑函数 g : R3 → R, g(x) = x3
1 − 3x1x

2
2 − x3. 目标函数 f(x1, x2, x3) = x3.

(1) 证明: 在 g(x) = 0 的限制下 f 没有极值点;

(2) 令 B =
{
x ∈ R3 : g(x) = 0, x2

1 + x2
2 ⩽ 1

}
. 证明: f 限制在 B 上有极大极小值;

(3) 证明: f 在 B 上的极大极小值点 b(b1, b2) 一定满足 b21 + b22 = 1, 并计算出极值点;

(4) 考虑 φ : R → R3, φ(α) = (cosα, sinα, sin 3α). 证明: φ(R) =
{
x ∈ R3 : g(x) = 0, x2

1 + x2
2 = 1

}
;

(5) 求函数 f ◦ φ : R → R 的极大极小值点, 并与 (3) 的结果进行比较.

思考题 2 给定 (闭) 曲面 V =
{
(x1, x2, x3)|f(x1, x2, x3) = 0, f ∈ C1(R3)

}
. 按照空间点集的

方式定义 V 的直径 diam(V ).

(1) 证明: 如果 x,y ∈ V 满足 |x − y| = diam(V ), 则 x − y ⊥ TxV,x − y ⊥ TyV , 即连接
x,y 的向量是 x,y 处切平面的法向量;

(2) 令 f(x1, x2, x3) = x4
1 + x4

2 + x4
3 − 1. 证明:diam(V ) = 2

4
√
3;

(3) 令 f(x1, x2, x3) = x4
1 + 2x4

2 + 3x4
3 − 1. 证明:diam(V ) = 2

4

√
11

6
.
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思考题 3 (匀质球体的引力势能) 给定球体 B(0, R) ⊂ R3 及 R3 中球外一点 x. 求

ϕ(x) =

∫
B(0,R)

1

|x− y|
dy.

4 写在最后

驻足于知识的美妙中，欣赏其中的艺术，有时比追求更多知识更具意趣.

—— 宗语轩
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